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Abstract. The paper investigates the classical growth model of John von Neumann. There are
only technologies in model of von Neumann. The aim of the paper is to rename technologies
as firms and it is analyzed wheter there are equlibrium prices and quantities for firms to
maximize the total profit. The paper rejects the classical assumption about the duality of

prices, i.e. it is allowed a nonnegative profit of firms.
Keywords: Model of von Neumann, Growth model, Optimization, Mathematical programming.

Absztakt. A dolgozat a klasszikusnak tekintheté Neumann-féle ndvekedési modellt vizsgalja.
Az eredeti Neumann-modellben expliciten vallalatok nem szerepelnek, csak technolégidk,
vagy eljardsok. A dolgozat azt a célt tlizte ki, hogy az egyes technologidknak vallalatokat
feletessen meg, ¢és azt vizsgalja, hogy az ilyen gazdasagban léteznek-e olyan megoldasok,
amelyek mellett a vallalatok maximalizaljak a nyereségiiket. Ennek vizsgalata kozben el kell
vetni a Neumann 4ltal feltételezett nempozitiv nyereséget, ami a klasszikus kézgazdasagtan

dualitdson alapulé alapfeltételezése.
Kulcsszavak: Neumann-modell, Novekedési modell, Optimalizalas, Matematikai programozas.



1. Bevezetés

A Nemann-modellt tekintik ma novekedési és egyensulyelméletek egyik el6futaranak.
Ugyanakkor ez a modell felfoghato igy is, mint a Koopmans (1951) 4ltal kifejlesztett lineéris
tevékenységelemzés dinamikus valtozata. A modell széles korben kutatott nem csak az
angolszdsz vildgban, hanem magyar matematikai kozgazdasagtanban is, csak néhany
dolgozatot emlitve: Medvegyev (1984), Moczar (1995), Moczar (1997), Zalai (1999), Zalai
(2004).

A klasszikus Neumann-modellben n termék allitanak eld6 m eljaras, vagy technologia
az eljarasokhoz vallalatokat, vagy ipari 4gazatokat lehet-e rendelni, netan tobb eljaras testesiti
meg a vallalatokat. Amint az a modellbdl is kitlinik, az eljarasok csak negativ nyereség
mellett mitkddhetnek. Ez a vallalati gyakorlattal ellentétesnek tiinik.

A dolgozat célja az, hogy a Neumann-modellnek egy ) értelmezését adja. Az 1j
értelmezésben tételezziik, fel, hogy a technologidk vallalatokat testesitenek meg. Arra €pitjiik
az modell ezen értelmezését, hogy egy eljarashoz egy vallalat rendelhetd. Ekkor a vallalatok
ikertermékeket allitanak eld. Azt a modellvaltozatot, amikor csak egy termék allithaté eld az
adott technolégiaval, Leontief-Neumann-modellnek nevezik.

A dolgozat a kovetkezd részekbdl fog allni. A kovetkezd részben a Neumann-modell egy
dinamikus valtozatdit mutatjuk be, aminek a stacionarius esetének egyensulyi helyzetét
vizsgalta Neumann (1945), majd Kemény, Morgenstern ¢s Thompson (1956) gazdasagilag
racionalis feltételekkel bovitette azt ki. Ezen az eredeti modellen mutatjuk meg, hogy ha azzal
a feltételezéssel éliink, hogy egy eljaras egy vallalatnak feleltethetd meg, akkor a negativ
nyereség feltételezése esetén a vallalatok nyereségiiket csak akkor maximalizalhatnak, ha nem
termelnének semmit. Ezért a nempozitiv nyereség feltételezését el kell vetni, amennyiben az
eljarasokat vallalatnak (dgazatnak) tekintjiik. A harmadik fejezetben az atfogalmazott modellt
vizsgaljuk. Amennyiben az eljarasok vallalatoknak felelnek meg, akkor is azt kérdezhetjiik,
hogy milyen termelési szintek és arak mellett lesz a gazdasdg egyensulyban. Ennek a
kérdésnek a megvalaszoldsahoz egy jatékelméleti modellt vazolunk, és roviden érintjiik a
modell megoldhatosagat. Végiil 6sszegezziik az eredményeket.

2. A Neumann-modell dinamikus valtozata

A modell dinamikus véltozatait Asmanov (1984) munkdja alapjan ismertetjiik. A modell
alapmatrixait a Hegedlis és Zalai (1978) konyvében taldlhaté matrixos jeloléssekkel
ismertetjiik, a Neumann altal hasznalt hagyomanyosabb jeloléssel szemben.

A modell alapfeltételezései kozott szerepel, hogy a j-ik technologia egységnyi szintl
alkalmazdsdhoz ¢; nagysagu indulokészletre van sziikség a termékekbdl, mig a termelési
perioddus végén egységnyi szintli alkalmazas esetén d; készlet all rendelkezésre a piaci cserére.
A j-ik technologia input-output dsszefliggéseit tehat a (c;, d;) vektorparral szemléltethetjiik. A
vektorok n dimenzidsak, vagyis a gazdasagban n szamu termék van, mig az eljarasok szama
m. Ha a j-ik technoldgia alkalmazasi szintje a t-ik periédusban x/, akkor az eljaras kezdeti
készlete c; - x/ és a periodus zarokészlete d; - x/. Az eljarassal elballitott, és piacra vihetd
termékek mennyisége tehat d; - x/. A t-ik termelési periodus végén egy pillanat alatt zajlik le a



piaci csere a piacon kialakulo aron, amelyet a p, nemnegativ n elemii vektorral jelolink Az
anyagaramlast a technoldgiak szempontjabol az 1. dbra szemlélteti.
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1. abra. A Neumann-modell dinamikaja a j-ik eljarasra
Forras: Lancaster (1968)

Az egyes eljardsok esetén a termékeket feloszthatjuk aszerint, hogy nyersanyagrol,
alapanyagrol van-e sz6, vagy végtermékrol. Ezt az kovetkez6 modon szemléltethetjiik a j-ik
technologiara. Az i-k termék végtermék, azaz a piacon értékesithetd termék, ha d; > cy.
Ugyanakkor egy masik i-ik termék nyersanyag, ha d; < c;;. fgy a j-ik eljarassal elballitott
termékek mennyisége a t-ik periédusban, ahol i végterméket jeldl (d; — c;)- x/, mig a
felhasznélas (c; — dy)- x/ az i nyersanyag esetén.

A piacon az eljarashoz a felhasznalt terméket kell beszerezni, pl. a #-ik idépontban az i-ik
termék esetén c;; - xi — dy x,-/ nagysagban. Ugyanezen idépontban az értékesités mennyisége
di X/ - cij * x/. Bzzel az eljarassal két tevékenyégre bontottuk a Neumann-modellben
megadott folyamatokat: termelésre és piaci cserére.

A vizsgalt eljarassal elért piaci bevételt a t-ik iddpontban a p, - (d; - x./ — ¢; - x/) kifejezéssel
irhatjuk le, ahol p, = (p//, pi,..., p/") vektor az arak n dimenziés vektora a r-ik idépontban. Ez
csak a piaci arbevétel, de nem a nyereség. A nyereséget a periddusokra értelmezhetjiik, ami a
t-ik periodusra (p;+1 - d; — p; - ¢;) - x/. Ezt azért irhatjuk ebben a forméban, mert a nyereség az
adott idépontban eladott termékek arbevétele csokkentve az eldz6é idépontban beszerzett, és Uj
termékkeé atalakitott joszagok koltségével. Az eredeti Neumann-modellben az eljarasok
nyeresége nempozitiv, tehat p,+; - d;i— p, - ¢; < 0.

Ezek utan foglaljuk 6ssze az egész gazdasagra a feltételeket. A naturalis egyensuly feltétele a
t-ik idOpontban, hogy a piacra vitt termékek készlete a csere utan nem lehet nagyobb, mint a
csere elétt, vagyis D - x.; — C - x, 2 0, ahol C = (ci, ¢2,...,c) €s D = (di, da,....dy) a
technologiak egységnyi input és output készletének matrixa. Az x, = (x,', x/,..., x") vektor a
termelési szintek m dimenzios vektorat jeloli a #-ik periodusban. A nempozitiv nyereségre
pedig a p;+1 - D — p, - C < 0 Osszefliggés irhatd fel. Ha feltessziik, hogy a gazdasag tervezési
id6horizontja 7, akkor az induld készletek allomanya D - xo, mig a termindlis arbevétel
Osszértéke pri1 - D kell, hogy legyen. Ezen kiviil A Kemény, Morgenstern és Thompson
(1956) altal javasolt feltételeket a modellhez csatoljuk, ami azt jelenti, hogy minden termék



szlikséges legalabb egy masik termék eldallitasahoz: / - C > (), valamint minden termék
eldallithato legalabb egy eljarassal: D - 1 > 0, ahol az / az 6sszegzd vektort jeloli.

A kovetkezOkben azt mutatjuk meg, hogy az eldzdekben intuitivan kapott egyenstlyi
feltételek egy linearis programozasi feladat primalis és dudlis parjainak fele meg. A
programozasi feladat primalis oldala a kovetkez6 (1)-(4) feladat:

x=>0,(t=12,...1), (1)
C'xlﬁD')C(), (2)
-D-x+C-x<0,(=23,...,7), 3)
pr+1 D - xr — max. (4)

Ez a feladat késébb a turnpike elméletek kiindulopontja volt, amelyet Dorfmann, Samuelson
¢és Solow (1958) munkajaban taldlhaté meg. Ezek szerint, ha T elég nagy, akkor az optimalis
palya a Neumann-sugarhoz esik elég kozel. (A Neumann-sugarat a kovetkezd bekezdésekben
definialjuk.)

A fenti feladat (5)-(8) dualisat az alabbi modon irhatjuk fel:

p:=20,(t=12,...7), (%)
pi-C—p1-D20,(t=1,2,....7), (6)
pr- C2pru - D, (7
p1- D - xyp — min. (8)

A két linearis programozasi feladat megoldhatd, mivel a C és D matrixokra tett feltételek
biztositjadk egyrészt a primdlis feladat lehetséges megoldasainak halmaza korlatossagat,
masrészt a dudlis feladat lehetséges megoldasainak halmaza alulrdl korlatos. Az optimalis (x;,
pi=1” vektorparoknak ki kell elégiteniiik a kovetkezé egyenléségeket:

pt'(C'Xz—D'Xz-l) =0, (9)
@i C=pi1°-D) - x,=0. (10)

Vegyiik most a staciondrius megoldasat a problémanak, vagyis legyen x;+; = « - x;, valamint
pi1 = B ps, akkor a staciondrius palyat ki kell elégitenie a

D-x>2 a C-x, (11)
pD-x= a: p C-x, (12)
pCzpp (13)
pC-x=0"p- D X, (14)
p-C-x>0 (15)

Osszefiiggésrendszernek, ami a Neumann-modell egyenstlyi helyzeteit foglalja 6ssze. Az x és
p vektorok nemnegativak. A (11)-(15) egyensulyi palyat a (e, x, f, p) négyessel irhatjuk le,
ami Neumann-sugarnak neveznek. Ezekbdl a palyakbol keressiik a legnagyobb a névekedési
palyéjuakat.

Most attériink annak a vizsgélatara, hogy mi torténhet akkor, ha az eljarast kicserélhetjiik a
vallalat szavakkal, és ezzel folytatjuk elemzésiinket. Ekkor a Neumann-modellben fellelhetd



nempozitiv nyereség feltételezését fel kall adni, mert a gazdalkoddstanban a nempozitiv
nyereség a vallalat megsziinéséhez vezethet, amint azt a kovetkezd példa mutatja.

Ezek utan tételezziik fel, hogy az igy megalkotott vallalat célja a nyereség maximalizéléasa.
Feltessziik azt is, hogy az arak egy adott 7 id6horizonton beliil adottak, és az egyensulyi
arrendszerrel egyeznek meg. Nem foglalkozunk azzal, hogy milyen mechanizmus alakitja ki
az arakat, amit p,-vel jeloliink, ¢t =1,2,...,7. A vallalat kumulalt nyereségfiiggvénye a vizsgalt
tervezési horizonton a kdvetkezd alakot 6lti:

T

T
zpt '(dj 'xzj—l -¢; 'xf)+pr+1 'dj 'x% ZZ(PM 'dj — P 'cj)'xzj +p 'dj xé (16)

t=1 t=l1

A vallalat célja tehat olyan termelési szintek kivalasztdsa, amely mellett a nyereség maximalis
lesz, természetesen adott arak mellett. Tegylink még egy feltételezést, ami az egyensuly
naturdlis feltételébdl kovetkezik:

—d; -x], +c,-x] SZ(dk Xk —c, x,kl (t=12,.T), (17)
k=1

k+j

ami azt jelenti, hogy a piaci csere korlatozza a vallalat altal beszerzett és eladott aruk
mennyiségét. Mindez azt is jelenti, hogy a vallalat maximalis nyeresége fligg a tobbi vallalat
altal értékesitett €s beszerzett termékek mennyiségétol. Itt feltessziik, hogy a vallalat szamara
ismertek a mas vallalatok altal piacon realizalt egyensulyi mennyiségek.

A (16) ¢és (17) feltételezések felhasznalasaval a (18)-(21) linearis programozasi feladatot
definidltunk, amely a kdvetkez6 formaban irhato fel:

X/ >0,(t=12,..T) (18)
cj-xi"de-xg+2(dk-x(’)‘—ck-x1") (19)
o
—d;-x] +c,-x] < Z(d_/. X —c; xf), (t=23,.,T) (20)
oy
T .
Z(Pm -dj—pt-cj)~xt’ — max. (21)

t=1

A probléma megoldasa konnyen megadhatd, ugyanis ha nempozitiv a nyerese¢g, akkor az
optimalis termelési szint minden periddusban zérus, azaz x,’ =0, ¢t = 1,2,....7). Ezt
szekvencialisan lathatjuk be. Vizsgaljuk elészor az x;/ optimalis értékét. Mivel

m

d;-x; +Z(dk Xt —c, xlk) nemnegativ, ezért a baloldalon a p; arral torténd szorzés értéke
k=1
k#j

pozitiv, ami azt jelenti, hogy a kifejezés x;/ termelési szintben monoton névekvd. Ugyanakkor
p2 - di — p1 - ¢ <0, mivel az eredeti modell egyensulyi araval szimolunk. Ebbdl pedig
indukcioval kovetkezik az 4llitds, vagyis ha az eljardst nyereségmaximalizalo vallalatnak
tekintjiikk, akkor a klasszikus Neumann-modell megolddsa az egyensulyi ar ismeretében a



nulla tevékenységi szint. Mindez azzal a kdvetkezménnyel jar, hogy el kell vetni a nempozitiv
nyereség feltételezését a modellnek, ha az eljarasokat vallalatnak, 4gazatnak tekintjiik.

A tovdbbiakban  feltétezziik, = hogy  nemnegativ  nyereség  fordulhat  eld:
Do -dj -p,c;20,(= L2,...,7),(j=12,...,m) . Ez a feltételezés azt mondja ki, hogy
egységnyi szintli miikodés esetén a t-ik periddusra a termelési idoszak végi készlet értékének
nagyobbnak kell lennie, mint az inputként szerepld készletek értéke. Ha ezt a feltételt nem
tennénk meg, akkor a nempozitivitds miatt az optimalis szintek értéke O lenne, amit
értelmezni nem tudnénk.

A feltételezés ellentmondésban van a klasszikus Neumann-modell azon feltételezésével, hogy
nempozitiv nyereséget értelmeziink. Azonban vallalati modellként tekintve Neumann
novekedési modelljét az eredeti feltételezés nem lenne -, amint lattuk - tarthato.

3. A Neumann-modell atfogalmazasa

A modellt a fentiek ismeretében a kovetkez6 modon irhatjuk fel, mint a (22)-(27)
optimalizalasi feladatot:

x20,p20(=12,...T), (22)
C'xlﬁD')C(), (23)
—D x+C x,<0,(t=23,...,T), (24)
—pi C+ puyD20,(t=12,....T), (25)
pr- CZpTH 'D, (26)

T
p -4, 'x(l) +Z(pt+l -d, = p, 'cl)'xtl
=1

T
pl'dz‘X§+Z(pt+1'dz_pt'cz)'xtz — opt, (27)

t=1

’
pl dm ,x(;” +Z(pt+l .dm _pt .cm).xtm
t=1

ahol D - xy az ismert készletdllomany a tervezési periddus elején, valamint pry; - D egységnyi
kibocsatas értéke a tervezési periddus legvégén. A feladat igy annak a {x, },il termelési

szerkezetnek és {p, }ZT: arrendszernek a felkutatdsa, amellett a vallalatok maximalizaljak a

1
nyereségiiket. A vazolt probléma tehat egy jatékelméleti feladat megoldasat igényli.
Matematikailag vizsgalva a problémat egy kvadratikus tobbcélfiiggvényes matematikai
programozasi feladatot nyertiink. (Lasd pl. Kreké (1972) mivét.) Az ilyen feladatot
visszavezethetjiik egy egy célfliggvényes matematikai programozasi feladatta, amennyiben a
célvektort egy A = (41, Aa,..., An) nemnegativ vektorral szorozzuk meg, amelyet az 6sszegzd
vektorral szorozva éppen egyet kapunk, azaz 1’4 = 1. A tdbbcélfiiggvényes programozas
témakorébdl ismert, hogy a megoldasok halmaza nemkonvex, ugyanis az dsszes lehetséges A4
vektorra meg kellene oldanunk a problémat. A tovabbiakban mas utat valasztunk.



A feladat megoldasat egyszerisitsiik arra az esetre, amikor a gazdasagban képz6dd Osszes
nyereséget maximalizaljuk, azaz az el6bbi feladat célfliggvénye a kovetkezd alakot veszi fel:

T
Z(pzﬂ 'D—pt 'C)'x, + D, 'D'XO —> max.

t=1

Ekkor A4, = i A feladatot még egyszerlibb formaban is felirhatjuk, ha az ar vektorokat és a
m

tevékenységi szintek vektorat, valamint a matrixokat 6sszevonjuk:

X, P c o0 .. 0 O

X, )2 -D C .. 0 O
%= , p= , C=
X7 Pra 0 0 C

| X | | pr 10 0 .. =D C|

¥>0,52>0, (28)
C-¥<a, (29)
C'-p<b, (30)
~p-C-X+a-X+b-p - max (31)
ahol
D-x, ] 0 ]
0 0
a=| .. |, b=
0 0
B 0 | _D"pT-H_

A vesszdvel a transzpondltat jeldltiik. Mivel az igy felvetett probléma egy kvadratikus
programozasi feladat, ezért még ez utdbbi feladatot is tovabb egyszeriisithetjiik a (32)-(34)
alakra:

y =0, (32)
E-y<c, (33)
—%-y’-E-y+c-y—>max (34)

ahol



Bk

Ennek a feladatnak a megoldasa Lagrange-fliggvénnyel nem ad olyan szimmetrikus
megoldast, mint a linearis programozds dualitdsi eredményei, ezért eltekintiink annak
vizsgalatatol. A megoldads létezésének elemzésétdl is eltekintiink, mert a matrixokra tett
Kemény, Morgenstern ¢és Thompson (1956) feltételezések garantaljak a (32)-(34)
programozasi feladat megoldasat. Foglalkozzunk inkabb e feladat stacionarius megoldasaival.

A stacionarius megoldas legyen ujra x,+; = a - x,, valamint p,+; = S p,. Ekkor

D-x> a C-x, (35)
p-C< B-p-D. (36)
p-C-x>0 (37)

A p arvektor és az x termelési szintek vektora ebben az esetben is nemnegativ. Ez a
modellvaltozat tehat harom ponton kiilonbozik a klasszikus (11)-(15) Neumann-modelltdl.
Hianyoznak beldle a (12) és (14) dualitési tulajdonsagok, valamint a (13) dsszefliggésben az
egyenldtlenség eldjele megfordult.

A modell megoldasa igy azon (o, x, B, p) egyensulyi palyak felkutatdsa, amelyekre «

maximalis, €és £ minimalis. (Ha £ minimalis, akkor — -nak maximalisnak kell lennie.) Az

egyensuly 1étezését Hegediis €és Zalai (1978) bizonyitottdk. Ebben az esetben azonban a dudlis
oldalrél is hasonléan bizonyithat6 az egyensuly 1étezése.

4. Osszegzés

A dolgozat abbdl a feltételezésbdl indult ki, hogy a Neumann-modell eljarasainak egy-egy
vallalat (iparadg) feleltethetd meg. Feltételezve, hogy az igy definidlt vallalatok célja a
nyereség maximalizaldsa, azt kérdeztiikk, hogy milyen feltételeknek kell teljesiilnie az
egyensuly teljestiléséhez. Arra az eredményre jutottunk, hogy a Neumann-modell eredeti
feltételei koziil kettd tovabbra is teljesiil, nevezetesen a naturalis egyensuly, valamint az
idészak elejei készletek értékének pozitivitdsa, de az aregyensulynak meg kell fordulnia,
vagyis nemnegativ nyereségek kellenek, hogy legyenek a modellben. Az 0j forméaban a
dualitasi feltételekrdl is le kell, hogy mondjunk.

Tovabbi kutatast igényel, hogy a és £ milyen feltételek mellett lehetnek azonosak. Ezenkiviil
azt is kérdezhetjiik, hogy hogyan alakul az egyenstly stacionarius feltétele, ha egy vallalat
tobb eljarassal (technologiaval) rendelkezik.
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