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Absztrakt

A dolgozat alapja egy olyan Leontief-tipusi gazdasihol minden egyes agazatban egy
vallalat termel, tehat monopdliumokbdl all a gaztpsA vallalatok termelnek, és a
termékeiket a piacon értékesitik. A gazdasdag maexpdmleteit a vallalati mérleg
0sszefluiggések, valamint a piaci csere utan a gaghas, a termékek készletvaltozasa irja le.
Az igy létrejott mozgasegyenleteitbarra kovetkeztethetlink, hogy a ciklusok egy ilyen
modellben szikségsZem kialakulnak, tehat az Uzleti ciklus a gazdasagkduéséhez
hozzéatartozik.

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: D46, E32.

Kulcsszavak
gazdasagi ndvekedés, lzleti ciklus, Leontief-moditiamikus rendszer

Can business cycles be proved with the behavior ehterprises?

Abstract

The aim of the paper is to analyze a Leontief-tgpenomy, i.e. all firms produce only one
product and only one technology. The firms sell pheducts on a monopolistic market. The
move of this economy is controlled by the balanwees expressions and the inventory level
fluctuations. The differential equations of the maowf this economy show a cyclical

movement of the economy along the balanced growatih. p
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1. Bevezetés

A ciklus kutatasa a hazai irodalombatkdnt Brédy Andras munkaira vezethetissza.
Nagyhatasu munkai koézil most Kedttemlitink. Brédy Andras [1980] ,Ciklus és
szabalyozas” cifh mive Kkisérletet tesz a ciklus A&brazolasara egy Lebtifusi
gazdasagban. A ciklusnak ez a modellje nagyban sZkodik Goodwin [1967] ciklus-
modelljére. A leirt dsszefliggések leginkdbb a temattudomanyokbdl ismert Lottka-
Volterra differencialegyenletekhez hasonlatosalBrédy Andrag2004] legutobbi munkéja a
gazdasagi ciklust a szerékloptimalizalasi céljabol vezeti le. Ez az abragodavariacios
elvekkel és az efsintegral Iétezésével hozza 0Osszefliggésbe a gapdes@dszerekben
meglé, ciklushoz vezét tényedket. Brody [1997], Brody [2000], Brody [2002], Brody
[2007], Brody - Abe[2008])

Ebben a dolgozatban kisérlet torténik a ciklus efan abrazolasara, amely a vallalati
viselkedésre alapozédik. Abbdl indulhatunk ki, hagy.eontief-modellben ismert agazatok
vallalatoknak feleltethéek meg, amelyek célja nyereség elérése, és a takamighiacon
értékesitik. Ebben a felfogasban egy olyan gazdasagdelleziink, ahol a gazdasag széiepl
egyetlen terméket termelnek, és azt monopolistaddékesitik a piacon.

A gazdasag mozgasegyenleteinek leirasahoz kétitipgygenleteket alkalmazunk. Az egyik
egyenlettipus a vallalati mérleget testesiti megrdlalatok a mérlegik o6sszedllitAsanal az
idészak végi mérlegibsszeget ugy szamitjak ki, hogy adsdak kezééertekéhez hozzaadjak
el6zé idoszaki eszkozeik atéertékelégébzarmazo ,jovedelmet” (készletatértekelés), vatam
az idbszaki nyereséget. A masik tipusu egyenleteknéldat &ermék gazdasagban megdlév
allomanyanak értékdsszegét irhatjuk fel. Ekkor adgaagban adott termeéiba piacon
meglév mennyiség ertekdsszege ugy valtozik, hogy a ndlédteez szikséges felhalmozas
(beszerzés) noveli, és az el nem adott termékeknyisge csokkenti azt. Ezeket az
0sszefluiggéseket viszonylag egyfizeatematikailag megragadni.

A dolgozat felépitése a kovetkelesz. A masodik részben a modellt allitjuk fel,aésiklust
generald differencialegyenleteket fejezzik ki esiplformaban. A kovetkey részben egy
numerikus példan mutatjuk be a probléma megoldasannak a tulajdonsagait. A negyedik
részben azzal foglalkozunk, hogy hogyan alakulnajfaadasag palyai, ha a gazdasagban
technoldgiai innovacio zajlik le, vagyis a techrgbi fajlagosok csokkennek, azaz egyséegnyi
végtermék kibocsatasdhoz kevesebb termékre varséglikalamint a készletigényesség is
valtozik. Ezen vizsgalatokat a palyak osszehaswdital hajtjuk végre, mert az elemzés
matematikailag tal kérilmeényes. Az utolso részbssrégezzik az eredményeket.

2. A modell leirasa
A bemutatasra keréilmodellben a kévetkézeldléseket alkalmazzuk:

-g  azi-ik vallalat folyo raforditasi vektora, oszlopvekto

-by  azi-ik véallalat készletigényességi vektora, oszlopggkt

aj-ik piac vallalatai raforditasi egyutthatéinak vekt, sorvektor,

- bl aj-ik piac vallalatai készletigényességi egyiittha&imektora, sorvektor,

- x(t) azi-ik véllalat nemnegativ termelési szintje-ik idépontban,
- X(t) gazdasag nemnegativ termelési szintjenek vektbilaidépontban,



- pi(t) aj-ik termék nemnegativ ara-ék idépontban,
- p(t) a gazdasag nemnegativ arvektotakaidépontban,
-T  atervezésiighorizont hossza, nemnegativ.

A vizsgalat alapjat tehat a dinamikus Leontief mibHépezi. Tegyik fel, hogy az iparagak
vallalatokat testesitenek meg, valamint minden digak van egy piaca. Lényegét tekintve
tehat monopolpiacokon folyik a termelés és az ¢dsszEbben a felfogasban tehatiak
vallalat bruttd kibocsatasa(t), amiheza;-%(t) mennyiséff mas terméket hasznal fel, amit a
piacrol kell beszereznie. A kapacitasok valtoztatéz ugyanakkor b [X(t )

termékmennyiséget kell beszerezni és lekotni. Tedyl azt is, hogy a piacon kialakul
minden idpontban egy(t) arrendszer. Az arak kialakulasaval most nem fhglank, az a
felirandd modellBl fog adédni.

Mivel az 4gazatokat vallalatoknak fogjuk fel, ezéttehetjik, hogy rendelkeznek mérleggel.
A mérlegben a vallalat rendelkezésére all6 eszkéizékerepeltetjiik mindenddontban. A
vallalat vagyona tehat a rendelkezésre all6 vagygmbkkal irhaté le, amit az adott
arrendszeren értéekelunka(t) b X (t . )

Azt tudjuk, hogy a vallalati vagyon értéke hogyaitezik, ugyanis a megtermelt termékek
azonnal vagyontarggya valnak, vagyis készlet riikel (p,(t) X (t)), a termeléshez

felhasznalt aruk megsemmisulnelp(f) (& [k (t ), )vagyis csokkentik egy éhontban a
véllalat vagyonat. E két tétel kiulonbsége a vdallageresége:p(t) Lk, (t) — p(t) (& k (t )
Masik oldalrdl az arvaltozas is befolyasolja a vagyagysagat. Ha az arak novekszenek, a
vagyonnovel hatasu, mig az arcsokkenés csokkenti a vagyp() (b [k (t ). E enyedk
0sszegzésekor a kovetkezgyenletet kapjuk:

o0 B 3, 0] =[50 5 © - pO) & X O]+ bO B 0. (=1.2...0)

Atalakitas utan azt kapjuk, hogy

p(t) b 0 (1) = p; (1) B¢ (1) — p(t) (& (1), (=1,2,...0)

amibsl a kovetked differencialegyenletek allnakél

%) =P (t) - p(t) &
p(t) O

X (t), (=1,2,...). (1)

A masik oldalrdl gj-ik piacon 1é¥ termékek értékdsszegét vizsgaljuk meg. A gazdasagb
egy termékbl a termelési folyamat elkezdéseotel p; (t) ij [X(t) mennyiség Al
rendelkezésre. Ezt a mennyiséget kulowbtényesk modositjdk. A rendelkezésre allo
mennyiséget néveli a mas vallalatok beszerzésamakyisége, azaz a terridelhasznalas
p;(t) & [X(t) és a készletfelnalmozap, (t) b] (k(t) mennyisége. Ugyanakkor a piacon
lévé mennyiséget csokkenti a teriglik vallalat piacra vitt mennyisége. Ezzel a koeatk
0sszefliggéshez jutunk:



%[pj (1) b7 CX(t)] = —p, (1) X, (1) + p, (t) (BT () + p, (t) b IX(t) . (=1,2....)

Atalakitas utan azt kapjuk, hogy

p; (1) Db} TX(t) = —p; (t) x; (1) + p; (1) (] X(1), (=1.2,...n)

amibsl a kovetked differenciadlegyenletek allnakéel

X)) - aj [X(t)
bl X(t)

p;(t) = Cp; (1), (=1,2,...n). (2)

Ezzel a két, (1)-(2) differencialegyenlet rendsZelebet tehat leirni a gazdasadikidéseét
ebben az esetben. Ebben a gazdasagban tehainwdara@b ismeretleniink, vagyis a termelési
szintek és az &rak, valamint ugyanennyi egyenletignk a differencidlegyenlet rendszert
egyértelnien megoldhatjuk. A rendszéib kidertl, hogy nagy hasonlésagot mutat a
Goodwin-modellel Goodwin[1967]) és aBrody[1980] altal javasolt ciklusmodellel, azonban
mas megfontolasok vezettek a modell felirasahoz.

Az (1)-(2) differenciadlegyenletek jelentését a kiregdkben foglalhatjuk 6ssze. Az (1)
egyenletek azt fejezik ki, hogy a termelési szintegyis termelési kibocsatasok linearisan

novekszenek, és a pillanatnyi névekedési ttem, isag“,’(t) ;[)p[(ﬂ?m
p .

egységnyi készletértékrecesgyégnyi nyereség. Masként, ez a profitratat séstmeg. A (2)

X; (t) —a] X(t)
b/ X(t)

tokelekotésre ésegységnyi tobbletterméket jeldli, és itt még dazds forditott aranya.

nem mas, mint az

rendszerben az arvaltozast a hanyados vezérli, ami az egységnyi

Mielétt tovabb folytatnank a vizsgalddast, definialjuktvetkes sajatérték feladatokat:

Xx=AIXx+A[BIX, 3)
és
p=plA+AlpIB, (4)

ahol azA ésB matrixok a termél felhasznélasok és a készletigényességek dsszaasban.
A (3) és (4) sajatérték feladatok megegyeznek atkman maBrody [1969] altal kiterjedten
vizsgéltakkal, de szingulari8 matrix esetén is létezik megoldas@obos [2007]) A
tovabbiakban tegyuk fel, hogy létezik a (3)-(4)dszereknek pozitivig, Xo, Po) megoldasa.
Ezt garantédlhatjuk, ha feltételezziik, hogy Azmatrixnak létezik nemnegativ Leontief-
inverze. Ekkor a

%x=(| - A" BX



sajatérték feladatra lehet visszavezetni a felada €s a Perron-Frobenius-tételek miatt
létezik a nemnegativ sajatérték és sajatvekikoek6[1976])

A kovetked részben a feldllitott (1)-(2) modell tulajdonsadaglaljuk 6ssze.

3. A felallitott modell néhany tulajdonsagai

Az (1) és (2) tipusu differencialegyenletek explimiegoldasa analitikusan lehetetlen, ezért a
tovabbiakban inkdbb a numerikus megoldasbdl prétkalnéhany tulajdonsagot levonni.
Mindezekkel egyitt azonban trividlis esetben azeatptrendszer megoldasa megadhato.
El6sz6r a modell trividlis megoldasait foglaljuk 6ssze

1. Tulajdonsag:
A modell nemnegativ megoldase(t) = e*" [X, és p(t) = e ™" [p,, ha a differencialegyenlet
rendszer kezdeti értéke a (3)-(4) sajatérték feladmnegativ megoldasa, ahol a kezdeti érték

o)
J(©) Po |
A tulajdonsag belatdsa nem okoz nehézséget. Hedjstiik a javasolt megoldast az (1)-(2)

differencialegyenlet rendszerbe. Mivel az exporé@igckifejezéssel egysaaiteni lehet, és a
sajatérték feladatot kapjuk vissza, ezért az altg§esdl.

A tulajdonsag arra utal, hogy ebben a specialigbeseaz (1)-(2) differencialegyenlet
rendszer megoldasa lényegében megegyezik a lineéaris

X(t) = AIX(t) + BIx(t) (5)
és
p(t) = p(t) [A-p(t) (B (6)

differencialegyenlet rendszer nemnegativ megolgtdkaEzzel a tulajdonsaggal sikerllt a
klasszikus dinamikus Leontief-modellel kapcsoldtbani a felallitott modelit.

2. Tulajdonsag:
Az (1)-(2) rendszer megoldasa pozitiv, ha kezdetékék a mennyiségekre és &rakra
poztitivak.

Itt Iényeges kijelentés, hogy a kezdeti ertekekpekitivnak kell lenniuk. A tulajdonsag
belatdsa nem okoz nehézséget. Irjuk fel az eglysegrkedvéért azik mennyiségre az (1)
differencialegyenletet a kdvetk&formaban:

% () _ (1) - p(t) &
X (t) pt)




Ennek a megoldasahoz az alabbi egyséty segit hozza

4In(x(®) _ p.() - p)
dt p(t)

vagyis a megoldas

[PO-POE

X () =x©Oe "

Innen pedig kovetkezik, hogy a megoldas pozitivyehiaz exponencialis figgvény csak
pozitiv értékeket vehet fel.

A tovabbi tulajdonsdgokat analitikusan nem lehebbyitani, ezért a numerikus megoldast
hivjuk segitségul. A megoldast a MathCad programegp alkalmazasaval allitottukéelA
tovabbiakban feltételezziik, hogy a probléma kezéetéke nem fekszik az egyensulyi
aranyos palyan, azaz a Neumann-sugaron.

A tovabbiakban a term&lfelhasznalasolA matrixat, és a készletigényesdggnatrixa az
alabbi 3x3-as méatrixok reprezentaljak:

01 03 02 001 003 002
A=105 02 04|, B={ 005 002 004.
02 04 05 007 006 001

A kezdeti értékek a mennyiségre és arra:

01 01
x(0)=| 01|, p(0)=| 01. (7)
01 01

A rendszerlink egyensulyi aranyos palyaja

0,375 0,493
xV (1) =] 0,612| &%, p"(t) =| 0,554 | @&,
0,696 0671

ahol az egyensulyi névekedés lteine 0,404, és az egyensulyi termelési szint és &ovek

0375 0,493
X, =| 0,612|, p, =| 0554|.
0,696 0671

Ez utébbiak a megoldasai a (3)-(4) sajatérték fetzak.



Oldjuk meg numerikusan az (1)-(2) differenciadledgérrendszert az (7) kezdeti értékek
mellett. A megoldast nem mutatjuk meg a teljes &é@si szint és arrendszerre, csak aé els
terméket valasztottuk ki. Ennek az az oka, hogybhittermékre is hasonlé gorbéket kapunk
megoldasként. Az 1. 4bra azéetermék termelési szintjének palyajat mutatja.

1. &bra. Az el$termék termelési szintje és a dinamikus Leontatath megoldasa

0.5 I I

0.4
xL 03
0.2

0.1[

0 110 210" 310

Az abran szaggatott vonallal jeloltik az (5) dinkmsi Leontief-modell megoldaséat a (7)
kezdeti érték mellett. A 2. abran az arak mozgdmdatjuk be.

2. abra. Az elstermék armozgasa és a dinamikus Leontief-modall ar

0.15 I I
0.1
""" 0.05

0 1 -104 2 -104 3 -104

t

A szaggatott vonal ebben az esetben is a dinani&aoistief-modell &rmegoldaséat mutatja. Az
1. és 2. abra alapjan megallapithatjuk, hogy az(Q)l)differencialegyenlet rendszer
megolddsa a Neumann-sugar mentén ciklikus mozgégézv Ezt a 3. Tulajdonsagban
mondjuk Ki.



3. Tulajdonsag:
Az (1)-(2) egyenletekkel leirt gazdaséglikus mozgast végez a termelési szintek és az arak
tekintetében is, amennyiben nem az egyenletes @sgétyarol indul a gazdasag.

Ezt a tulajdonsagot nehéz bizonyitani, de a szionbtdalatdmasztjak a tulajdonsagot. A
palya, amelyet befut a gazdasag nem stabil, nehatBleumann-sugarhoz. Az arak, mivel
csokkerbek igen, azonban a termelési szintek egyre nagywohplitidoval lengenek ki az
egyensulyi aranyos palya mentén.

Két kérdést tehetlink még fel, amelyet futtatasaintmaszkodva valaszolhatunk meg. Egy
vallalat (dgazat) palyajat tekintve az arak ésrmééési mennyiségek azonos ciklust futnak-e
be, vagy késleltetés van kozottik? A masik kérdéscalozza, hogy a vallalatok azonos
ciklusban vannak-e, vagyis egyszerémek és csokkenek, vagy van kdzottik faziskéses.

Az els kérdésre a valaszt a 3. dbra segitségével szetjilkltElegend csak egy vallalatot
kivalasztanunk az elemzéshez, mert a tobbi valfEhtaja is hasonld gorbét ir le. Az abrarol
leolvashat0, hogy interferencia van az arak ésdkish mennyiségek kozott. Az arvaltozast
koveti a termelési mennyiségek valtozasa. Itt sorakt a lokalis maximumok és minimumok
egymas utanisagakeént ragadhatjuk meg.

A masodik feltett kérdésre a valaszt a 4. abragaledaval valaszolhatjuk meg. Az arak
Osszevetése hasonld képet mutatna, ezért most arakutatasatol eltekintlink. Az abran az
lathatd, hogy két vallalatnal a ciklus teljeseremiétesen alakul, de ugy, hogy a ciklusok
csucspontja csucspontjai egybe esnek, A harmadiklathal hol az egyik, hol a masik

vallalat névekedési ciklusat koveti.

A két kérdésre adott valaszt a kdvetkézlajdonsagban foglalhatjuk dssze.

4. Tulajdonsag:
A gazdasdgi ciklusokban a vallalatok arvaltozasitéksel koveti a termelési mennyiségek
valtozasa. A termelési szintek ciklikus valtozaseds bizonyos vallalatok éppen ellentétes
trendet kovetnek, mig vannak vallalatok, amelyekndkét ciklikus valtozashoz
alkalmazkodnak.



3. é&bra. Egy véllalat &rainak és termelési mennyiségleiosszevetése

0.6 I I

4. abra. A gazdasag termelési szintjeinek 6sszelitEsa

0.8

0.6

0 5000 1-104 15 -104 2 -104 2.5 -104 3 -104

t
Ezzel 6sszefoglaltuk az (1)-(2) differencialegyémendszer megoldasanak legfontosabb

tulajdonsagait. A kovetkézrészben azzal foglalkozunk, hogy hogyan alakubzdgsag
mozgasa, ha technoldgiai valtozasok allnak be dagdgban.
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4. A gazdasag palyaja technoldgia valtas esetén

Ebben a részben két esetet fogunk megkulénboztetni:
- innovacio soran csokken az egységnyi folyo rafésdihennyiséges; >a's,
- atechnikai fefpdés miatt novekszik a készletigényessggx b’j,

ahol a vess#el jel6lt mennyiség az innovacio utabd@lo Uj egyutthatokat jeloli. Bszor az
elss esetet vizsgaljuk.

A tovabbiakban a term&lfelhasznalasold’ matrixat, és a készletigényesdggmatrixa az
alabbi 3x3-as méatrixok reprezentaljak:

01 03-005 02 001 003+ 001 002
A =05 0,2 04|, B'=| 005 002 004 .
0,2 04 05 007 006 001

Amint latjuk, aza;, és by, értékeket valtoztattuk meg azékebiekhez képest, és a kezdeti
ertéket is valtozatlannak hagytuk.

Ebben az esetben is csak ad éé&gmeket és annak arat mutatjuk be, mert a t@shiédkre és
arara hasonl6 gorbét kapunk. A valtozast az 5..é8b6a szemlélteti. Az abrakoyinal
jeloltuk az Uj termelési szinteket gsal az Uj arakat.

5. abra. A termelési szintek az innovaciételx) és utan (y)

0.8 i i

Az 5. abran a szaggatott vonal jeloli a termelesintek ) palyajat. Ebl azonnal latjuk,
hogy a réaforditas igényesség csokkenése novelibackatds mennyiségét, és a ciklus
csucspontja is eltolédik.
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Az arvéltozast a 6. abra mutatja. A szaggatott vebhen az esetben is az innovacio utani
arakat mutatja. Megallapithato, hogy az ar, a t&snszintekkel ellentétben csdékkennek, de
ebben esetben is egy kisebb késleltetés figyelneq a ciklus alakulasaban.

6. abra. Az arak az innovaciodt (p) és utan (q)

0.15 | |

Eredménylnket a kdvetk&zben foglalhatjuk dssze.

5. Tulajdonség:
A raforditas igényesség csokkenése utan a termefsiek ndvekednek, mig az arak
csokkennek. Az 0 termelési szintek és arak, hédaed is, de kdvetik a me@ed ciklusokat.

Végul a készletigényesség novekedésének hatashdljikgossze a ciklusra nézve. A
készletigényesség novekedését azert tételeztiknielt a fejlett ipari orszagokba, és
hazankban is ez a tendencia figyetheteg tomegszéségében. A valtozasokat a 7. és 8.
abran szemléltetjuk.

A 7. abran a termelési szintekre gyakorolt hatastatjuk be. A szaggatott vonal ekkor is az
innovacid utani kibocsatast mutatja. Ebben az esetleltééen a raforditds igényesség
csokkenését, novekedés és csokkenés a régihez képest nepitlddied meg. Ami viszont
feltiinik az, hogy a ciklus az innovacié utan eltolodizaz a ciklus hossza ndvekszik. Ezt
azzal magyarazhatjuk, hogy a készletigényességgeegtérilés is hosszabbograk alatt
kovetkezik be.

A 8. &bran az innovéacio6 arakra kifejtett hataséndeltetjik. Itt is a szaggatott vonal jelzi az
innovacio utani helyzetet. Amint a termelési mesagekre is megallapitottunk, azt az arakra
is megismételhetink. A mennyiséggel egyutt mozogmalkirak, és ez a ciklus hosszanak
novekedeésével jar.
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7. abra. A termelési szintek valtozasa a készletiggatgenovekedése esetén

0.6 i i

8. abra. Az arak valtozasa a készletigényessegndese esetén

0.15 T T

Eredménylinket az utolso, 6. tulajdonsagban foddgsze.

6. Tulajdonség:
Ha az innovacio a készletigényesseég novekedésétmat, vakkor az innovacio bevezetése
utn az Uzleti ciklusok hossza késleltetéssel megjszik.

Ezzel vizsgalatainkat befejeztik.
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5. Osszegzés

A dolgozatban abbdl indultunk ki, hogy egy Leontigiusi gazdasagban az éagazatok
(monopolista) vallalatokként viselkednek. llyentédtlezés mellett a viselkedési szabalyként
nyert egyenletek a vizsgalt gazdasdg mozgaspalyidgjak le. Mivel az igy kapott
differencialegyenlet rendszer analitikusan nem galtsato, ezért numerikusan oldottuk meg
az egyenleteket, és annak a gorbéit elemeztik.

A megoldas egész egysiien az egyensulyi aranyos palyat, vagyis a Neumagarat adjak
vissza, ha az egyenletrendszer kezdeti értéke araugfekszik, tehat a nemlinearis
differencialegyenlet rendszer a klasszikus dinasiikeontief-modellhez vezet. Ha nem All
fenn ez az eset, akkor a termelési szintek ésciikhkus mozgast végeznek a Neumann-sugar
mentén, de a ciklus amplitidéja novékvAz vallalatok Uzleti ciklusa eltér egymastol.
Bizonyos vallalatok teljesen ellentétes ciklusbamnak, mig masok alkalmazkodnak a két
eltérs mozgasu ciklushoz. Megéllapithatd, hogy az ilyemdszereknek a ciklus természetes
velejardja.

Az innovacio két tipusat vizsgaltuk az adott gaadasendszerben. A raforditas igényesség
csokkenés esetén novekszik a kibocséatas, az ddikermek és a ciklus kissé eltolodik. Ha
az innovacio a készletigényesség novekedésébesiiksteg, akkor a termelési szintek és az
arak ciklusai is megnovekszenek, tehat egy bizokgskeltetés Iép fel a gazdasagban.
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