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Osszefoglalas

A dolgozat egy javitasi és hulladékkezelési, reverz logisztikai problémat mutat be.
Egy termék iranti keresletet termeléssel és visszaérkezd, hasznalt termékek javitasaval lehet
kielégiteni. Arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy a relevans koltségek minimalizalasa
mellett hogyan ossza meg a vallalat er6forrasait a termelés és a javitas kozott. A megoldashoz
a szerzOk a gazdasagi sororzatnagysag modellt alkalmazzak.

Kulcsszavak:  Gazdasagi  sorozatnagysdg modell, Termelés, Ujrafelhasznalas, Hulladékkezelés,
Koltségminimalizalas

Abstract

The aim of the paper is to investigate a reverse logistics model. The demand can be
satisfied by production of new items and/or by repair of used returned items. The decision-
maker minimizes all relevant costs, i.e. the sum of EOQ- and non-EOQ-related costs. It is
asked whether pure or mixed strategies minimize the total costs.

Keywords: EOQ model, Production, Recycling, Waste disposal, Cost minimization



1. Bevezetés

Reverz logisztikan a logisztika azon agat értjiik, amely a termelési/fogyasztasi folyamatbol
kivont, de ujrahasznalhatd anyagok kezelését ¢és ujrafeldolgozasat oleli fel. Ilyen
ujrafelhasznalas lehet pl. a recycling, vagy alkatrészek javitisa. Az ujrafelhasznaldssal
kornyezettudatos anyaggazdalkodas ¢és/vagy logisztika érhetd el. Nemzetgazdasagi
szempontbol ez olyan eldnyokkel jar, mint a kdrnyezeti terhelés csOkkentése a termelési
folyamatba torténd visszavezetéssel, de ezzel az Gjrafelhasznalassal a természeti eréforrasok
kitermelése is csokkenthetd, ami a kovetkezd nemzedékek rendelkezésére allo eroforrasokat
kimélheti a talzott fogyasztastol.

Jelen dolgozatban egy optimalis sorozatnagysag modell keretében mutatjuk be, hogy a reverz
logisztika hogyan képes a kornyezettel szembeni tudatossagot érvényre juttatni, ezzel az
er6forraskimélés nemzetgazdasagi céljat a vallalati szintre leképezni. A vizsgalandé modell a
termelési folyamatban egy terméket (konténerek, gongyolegek/sords ladak stb.) elemez. A
terméket (itt konténer) a vallalat egy mihelye allitja eld vagy a hasznaltakat javitja, hogy
abban pl. alkatrészeket széllitsanak egy termelési fazis (masik mihely) szamdra. Az fiires
konténereket a felhaszndlds helyen taroljak, majd a termelési periddus végén az dsszegylijtott
konténereket visszaszallitjadk a gyarto-javitd iizembe. A termeld lizemben sziiletik dontés
arrol, hogy a konténerek mennyi részét gylijtik javitdsra és mekkora hanyadat kezelik a
vallalaton kiviil hulladékként. (Ez a hulladékkezelés jelenthet ujrafelhasznalast egy masik
vallalat szamdra. PIl. ha a konténer vasbol késziilt, akkor egy kohdban azt beolvaszhatjak.) A
vizsgalt szituacioban felmeriild kérdések a kovetkezOk lehetnek: A konténerek hany
szazalékat javitsak meg, valamint milyen tételnagysagokkal folyjon a konténerek eldallitasa
¢s javitasa, ha a dontéshozo6 célja a relevans koltségek minimalizalasa.

A felvetett problémat eldszor Richter [7] vizsgalta. Modelljét két szinten oldotta meg. Az elsé
szinten a minimalis készletezési atlagkoltségek melletti termelési €s javitasi sorozatnagysagok
¢és a tételszamok megallapitasa volt a cél. A masodik szinten linedris termelési, javitasi €s
hulladékkezelési koltségek bevezetése esetén a készletezési és a linedris ,,kezelési* koltségek
Osszegének minimalizalasaval az optimalis hulladékkezelési rata meghatarozasa volt a cél. Az
alapmodell megoldasa sordn tobb matematikai szempontbdl érdekes probléma 4llt eld,
amelyet a szerzd(k) vizsgaltak. Ilyen probléma a készletezési koltségfiiggvény
tulajdonsagainak leirdsa [8], vagy a masodik szinten megjelend feladat megoldasa [9] és az
egészértékll tételszam meghatarozasa volt [10, 2]. A [2] cikkben a szerzok egy meta-modellt
vizsgaltak, amely hasonl6 reverz logisztikai problémak megoldasahoz nyujthat alapot.

Reverz logisztikai (javitasi/Gjrafeldolgozési/recycling) modellt gazdasagi sorozatnagysag
modell (EOQ) feltételek mellett el6szor Schrady [11] vizsgalt. A dolgozatban az amerikai
haditengerészet nagyértékii alkatrészeinek javitasat és a javitassal elérhetd koltségesokkenést
analizalta, a beszerzéssel szemben. A feltételezése az volt, hogy egy beszerzési tétel mellett
mekkora legyen a javitasi és beszerzési tételnagysag, és egyaltalan a javitasi tételek szama
mekkora legyen. Ezt a modellt Nahmias és Rivera [6] altalanositotta arra az esetre, amikor a
javitasi rata véges, tehat a javitds iddigényét is bevonta a modellbe. Egy méasik altaldnositas
Mabini, Pintelon és Gelders [5] szerzéharmastdl szarmazik, akik Schrady modelljét
tobbtermék esetére vizsgaltak, tOkekorlat mellett. Ezen modellek a sorozatnagysagokra adtak
zart formulat, de a hulladékkezelést nem épitették be a modellbe, és az egészértékiiséget,
valamint a visszaérkezési ratatol valo fliggést is negligaltdk. Teunter [12] egy Schrady-¢éhoz
hasonl6 modellt analizalt, de néhany hibaval. Ennek a modellnek az az alapfeltevése, hogy a
javitas/ujrafeldolgozas és a termelés kozott egy hulladékkezelésnek kell torténnie, tehat a
hulladékkezelés, mint tevékenység szerepel a modellben. Egy masik feltételezés az, hogy a



termelt joszag készletezési koltsége nagyobb, mint az Gjrafeldolgozotté, ugyanis valosziniileg
a termelés fajlagos koltség magasabb, mint az ujrafeldolgozasé. Ez a dolgozat azt is
megengedi, hogy a termelési tételek szdma nagyobb legyen mint egy. E cikk szerz6i a modell
hianyossagait az [1] dolgozatban korrigaltak, és a harom alapmodellt (altalanositott Schrady,
Richter és Teunter) Osszehasonlitottdk. Azt a kdvetkeztetést vontak le, hogy a harom modell
jollehet mas-mas tartalmu, de ugyanahhoz a matematikai strukturdhoz vezetnek, amelyet a
szerzOk meta-modellnek neveznek. A harom modellben a termelési-készletezési stratégia egy
elére megadott mintat kdvet, vagyis a termelési €s javitasi tételnagysagok azonosak, amit azt
a [3] dolgozat is észreveszi. Az optimalis stratégidk keresése lehet egy kovetkezd kutatési
irany.

A dolgozat célja, hogy a [7] modell tovabbi vizsgélata. A [2] dolgozatban a szerzOk emlitést
tesznek arrol, hogy a termelési és javitasi sorozatnagysagok szama nagyobb lehet, de konkrét
feladatot nem mutatnak be, amelyre ez a tulajdonsag teljesiil. Néhany ponton egyszeriibb
bizonyitasokat adunk a tételekre, lemmakra, amivel az értelmezést megkonnyitjiik.

A cikk az alabbiak szerint szervezddik. A masodik részben a modell miikodését mutatjuk be a
hasznalt paraméterekkel és valtozokkal. Utana a készletezési és teljes koltségfiiggvényeket
konstrualjuk meg. A negyedik részben folytonos és egészértékii tételszamok esetére adjuk
meg a modell optimalis paramétereit (1. modell). A kovetkezd fejezet az egészértékii feladat
optimalis megoldasat mutatja be (2. modell). A hatodik, utolso rész az eredményeket foglalja
Ossze.

2. Paraméterek és a rendszer miikodése

Legyen adott egy termeld vallalat, amely az alkatrészek lizemek kozotti tovabbitasahoz
sziikséges konténereket maga allitja el6 és a régebben eldallitott hasznaltakat ugyanott javitja.
Az eldallitds és javitds ugyanabban a miithelyben torténik. A konténerek iranti kereslet,
amelyet egy masik mihely jelenit meg, feltételezések szerint idében konstans. A
konténerekben alkatrészeket szallitanak a masodik lizembe tovabbi feldolgozédsra. A masodik
tizemnek tehat alkatrészre van kereslete, de azt a konténerekben, egységesitett darabszamban
szallitanak oda. Igy a mithelynek nem csak alkatrészekre, hanem konténerekre is sziiksége
van attételesen. Egy ehhez hasonl6d problémat Kelle és Silver [4] is vizsgalt sztochasztikus
dinamikus sorozatnagysag modellben, de csak az el6allitd miihely szintjén. A masodik lizem
az lires konténereket gytjti, raktdrozza, majd onnan az els6 tizem termelési-javitasi ciklusanak
kezdetére az elsd lizembe széllitjdk. Nem minden konténert tudnak a masodik iizembdl az
elsObe visszaszallitani, mert azok egy része a masodik lizemet hulladékként hagyja el. A
hulladék aranyardl a mésodik lizem dont, de arra az elsd iizem is befolyassal van. A modell
anyagaramlasi folyamatat az 1. dbra mutatja. A termelt és javitott konténerek k6zos raktarba
keriilnek az elsé ilizemben, ahonnan majd - egyenletes felhasznalast feltételezve —
alkatrészekkel megtelten keriilnek a masodik {izembe. A hasznalt, de hulladékkezelésre at
nem adott konténereket a masodik iizemben a masodik raktarban taroljak, ahonnan az egész
allomanyt az elsd lizem harmadik raktaraba szallitjak a ciklus végén.

A modell paraméterei €s valtozoi kovetkezok lesznek.
A modell paraméterei:
-d  keresleti rata, idéegységre esO darabszam,

-7 fix javitasi sorozatkezdési koltség,
-5 fix termelési sorozatkezdési koltség,



-h a végtermék készlettartasi koltsége (1. raktar), idéegységre per darab,

-u a javitando termék készlettartasi koltsége (2. és 3. raktar), idéegységre per darab,
-e egységnyi hulladék kezelési koltsége,

-b egységnyi végtermék termelési koltsége,

-k egységnyi javitando termék javitasi koltsége.

1. Abra. Anyagiramlas a modellben

1. Uzem 2. Uzem
Termelés
a-dT . Raktar ) .d-
—> a-r » Hasznalat Lk »| Hulladékkezelés
B-dT
Javitas p-dT
A
B-dT v
aktar / B-d-T \2. Raktg

A modell donteési valtozoi:

-T  hulladékgytijtési idétartam, a termelési-javitasi ciklus hossza,

-X a teljes sorozatnagysag a termelési-javitasi ciklusban, x = d-T,

-m  ajavitasi tételek szdma, m > 1, egész,

-n a termelési tételek szama, n > 1, egész,

- a  hulladékkezelési rata, a d keresleti rata szazalékaban, f =1-« a javitasi rata.

A modell tovabbi feltételezése az, hogy mind a termelési, mind a javitasi sorozatnagysagok
azonosak. Az x Osszes sorozatnagysag, vagyis a masodik lizem ciklusbeli kereslete alapjan
kiszamithatdak a termelési és javitdsi sorozatnagysadgok, amelyek a termelési sorozatndl

X . . . " , .
. A készletszinteket a harom raktarra a 2. dbra mutatja

a ° x 4 3 rLr o * r
——, mig a javitasi sorozatnal
n m

egy ciklusra.

A modell megalkotasanal eltekintiink attdl, hogy a termelés/javitas idot vesz igénybe. Az elsd
raktarba pillanatnyi gyors bearamlas torténik, mig a kereslet idéegységre konstans, igy itt a
klasszikus flirészfog modell all elé azzal a kiilonbséggel, hogy a termelési és javitasi
sorozatnagysag kiilonbozik. Ebbol a raktarbol akkor van kivételezés, ha készletdllomany
nullara csokken. A masodik raktarban csak egyenletes novekedés torténik, mig a harmadik
raktarbol csak javitasra vesznek ki egy-egy javitasi sorozatnyi mennyiséget, de ugy, hogy az
elsd sorozatot a raktarba vald beérkezés pillanatdban azonnal javitani kezdik, tehat az nem
kertil készletezésre. Mindezt a kivételezést addig folytatjak, mig a harmadik raktar allomanya
nullara nem csokken. A folyamat ciklusonként ismétlodik.



2. Abra. Készletszintek a raktiarakban az i-ik ciklusban (m =3,n =2, i >1)

a-x A
T 1. Raktar
f£-x
m
-d
iT ! ! ! e DT g
A I I : |
par |2-Raktdr [ S =
| L pd |
iT i/i+l)7’ >
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par yRakdr ]
px | e
m_ E E
i GrnT T
Javitas Termeleés

Konnyen lathato, hogy az x keresletet az m darab azonos javitasi €és n darab azonos termelési
tétellel elégitik ki. A modellt tehat az x teljes sorozatnagysaggal, az m és n tételszdmmal, mint
iranyithato valtozokkal irhatjuk le.

3. A koltségfiiggvények megszerkesztése

A készletezési alrendszer 6sszkoltségét a gorbe alatti teriilet fajlagos koltségekkel sulyozott
Osszegeként hatdrozzuk meg, amib6l — a ciklusidével osztva — a szokéasos atlagos



koltségfiiggvényt szamithatjuk ki. A kdvetkez6 lemma a raktarak cikluson beliili készlettartasi
0sszkoltséget adja.

1. Lemma. Legyen a raktarak Osszes készlettartasi koltsége H;, H> és H; az elsd, masodik és
harmadik raktérra sorrendben. Ekkor

2 2 2 2
H, = h  a -x N h  p -x
2-d n 2-d m

Bizonyitds. Csak a harmadik raktarra mutatjuk meg az dsszefiiggést, mert az 1. dbra alapjén a
masik két egyenl0ség hasonldéan beldthatd. A gorbe alatti teriiletet a harmadik esetben a
kovezkezOképpen szamolhatjuk ki:

w1 Bex\(. B-x) u BP-x*
H3:”'Z(3'ﬂm j.(,.ﬁ jzg.ﬁ Zl

2
i=1 m m

1 ‘X n et res s -~ , . px
ahol L Bx az iddtartam két javitasi tétel kozott, mig z-’B
m m

edik tétel utan. A természetes szdmok dsszegzését felhasznalva kapjuk az eredményt.

a készletallomany az (m — i)-

A sorozatkezdési koltségek Osszege: mr+nws. Az készletezési Osszkoltség K. igy a
sorozatkezdési és készlettartasi koltségek osszegeként irhato fel a kovetkez6 formaban:

K. :(m-r+n-s)+;2d {h-a—2+(h—u)-%2+u-(ﬂ+ﬂ2)}.

n

A készletezési atlagkoltséget ennek ismeretében konnyen meghatarozhatjuk alkalmazva azt az
Osszefiiggést, hogy a teljes sorozatnagysag egyenld a ciklusbeli kereslettel (x = d-T):

2

K(x,m,n,a) = I;Z :(m-r+n-s)-i+§{h-a—+(h—u)-ﬂ—2+u-(,B+ﬂ2)}. (2)
m

X n

Az elsO feladattipus a készletezési atlagkdltség minimalizasasa lehet. Ekkor arra a kérdésre
keressiik a valaszt, hogy mely teljes sorozatnagysagra (x), javitasi és termelési tételszamra (m,
n) és hulladékkezelési ratara (o) lesz a készletezési koltség minimalis és milyen ajanlas
fogalmazhat6 meg ezek ismeretében a kornyezettudatos vallalati termelési-készletezési
stratégiara.

Vonjuk most be a vizsgalatba a sorozatnagysaghoz kapcsolodo koltségeken kiviil a linearis
termelési, Ujrafeldolgozasi ¢s hulladékkezelési koltségeket. Jeloljiik ezen koltségeket az R()
fiiggvénnyel. E koltségekre csak az atlagkoltségeket irjuk fel, mert az az x teljes

rrrrr

R(e) =bd-a+kdpB+eda=d[ad+e-k +k]

7



A teljes (készletezési €s linearis) atlagkoltségek igy
G(x,m, n,a) = K(x, m, n,a)+ R(a).

Két problémat fogunk a cikk folyaman vizsgélni:

1. Modell: A készletezési atlagkoltségek minimalizaldsa

K(x,m,n,a)—) min
x>0, mmne {1,2,...}.

2. Modell: Az osszes atlagkoltségek minimalizalasa

G(x,m,n,a)—) min
x>0, mne {1,2,...}, ae [0,1]'

A kovetkezo részben az 1. modell megoldasat adjuk meg.

4. Az 1. modell megoldasa

Ebben a modellben feltételezziik, hogy az « hulladékkezelési rata alland6. A modell
paramétereit, vagyis a teljes tételnagysagot €és a tételszamokat szekvencidlisan hatdrozzuk
meg. Célunk az o-tol fiiggd koltségfiiggvény meghatdrozdsa. A megoldasban eldszor
feltessziik, hogy a tételszdmok folytonos valtozok, majd azutdn vizsgaljuk a szigoribb
egészértékiiséget.

4.1. Az optimalis teljes tételnagysag és a minimalis koltségek adott tételszamok mellett

A (2) koltségtiiggvény konvex és differencialhato x-ben. Ekkor a megoldas

2-d-(m-r+n-s)

x(m,n,a)=

2 2 . (3)
W% h-u) P (g )
n m

1. példa. Legyen s = 1450, r = 200, h = 650, u =5, a = 0,8 (f=0,2), d = 1000, m = 2 és
végiil n = 3. Ezen adatokra az optimalis teljes sorozatnagysag a (3) 0sszefiiggést alkalmazva
x(2, 3, 0,8) = 249. A termelési sorozatnagysag 0,8 - x(2, 3, 0,8) / 3 = 66,5 mig a javitasi
sorozatnagysag értéke 0,2 -x(2, 3, 0,8) /2 = 25 lesz. A készletezési koltségek érteke K (249, 2,
3, 0,8) = 38.095,7 pénzegység.

A (3)-at (2)-be helyettesitve az egyszerusitett koltségfiiggvény

K(m,n,a):\/Z-d-(m-r+n-s)-{h-a—2+(h—u)-%2+u-(,6’+,82) .

n

A fenti fliggvényben végezziik el a miiveleteket, amivel az alabbi probléma adodik:



ahol
A(a): -a®, Bla)=s-(h-u)-B*, Cla)=r-u-(8+p>)
D(a)= (/3+/32 El@)=s-h-a®+r-(h-u) B
Legyen tovabba S(m,n,a)= A(a)- 2, B(a)-i +C(a)-m+D(a)-n+E(a). 4)
n m

Mivel a gyokvonds egy monoton transzformacio, ezért elegendd az S(m,n, ) fliggvényt
minimalizalni az m és n tételszamokban, amelyek pozitiv egész szamok.

2. példa. Legyen tovabbra is s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, a = 0,8 (f=0,2), d = 1000.
Ekkor az egyiitthatok értéke: A(0,8) = 83.200, B(0,8) = 37.410, C(0,8) = 240, D(0,8) =
17.400 és E(0,8) = 608.360. A (4) fiiggvény ezen értékekre a kovetkezd alakot veszi fel:

S(m,n,0,8)=83.200- 2 +37.410- 2 + 240 m +17.400 - n + 608.360 .
n m

4.2. Az optimalis folytonos tételszamok meghatarozasa

A tételszamok meghatarozasahoz a kovetkez6 segédfeladatot vezetjiik be:

S(m,n):A-K+B-1+C-m+D-n+E—>min
n m : (5)

m,n =1

Itt feltehetd, hogy az 4, C, D és E paraméterek pozitivak, és a B+D 0Osszeg is, amelyek
teljesiilnek a (4) fiiggvény egylitthatoira. Ez a segédfeladat az eredeti probléma egy relaxalt
feladata arra az esetre, amikor a tételszamok egynél nagyobb folytonos valtozok. A feladat
matematikai analizisét a szerzok a [2] cikkben adtdk meg, ahol bizonyitottak pl., hogy a
segédfeladat célfiiggvénye kvazikonvex. A kovetkezo tétel a folytonos megoldast szolgaltatja.

1. Tétel [8]. Az optimalis folytonos (m,n) értékek és a hozzajuk tartoz6 minimalis koltségek:

(i) B2>A+C (m°,n° ( ) S=2JB(A+C)+ D+E,
(il) A-D <B< A+C (m°,n°) = (1, 1), S =A+B+C+D+E,

A
(iiiy A 2>B+D m°n°) = (1, 1/B 5 S=2JA(B+D)+C+E.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk be. Szadmos Ujrafelhasznalasi modell is az (5) problémahoz, és
annak az 1. tételben megadott megoldasahoz vezet [1]. Ezért ezt a feladatot e cikk szerzoi
meta-modellnek nevezik [2].



3. példa. Legyen most A = 83.200, B = 37.410, C = 240, D = 17.400 és E = 608.360. Ekkor
A > B +D = 39.150, ami azt jelenti, hogy m’ = 1 és n° = 1,458. Az célfiiggvény értéke ebben
a pontban S(1, 1,458) = 722.745 lesz. A feladat egyenlOkoltség-gorbéjét a 3.abra szemlélteti.

3. Abra. A feladat S(m,n) egyenlékoltség-gorbéje

15
(1. 1.458)

Stm.n) = 722.745
0.5

m

Az 1. tétel segitségével (4) feladat megoldasa folytonos tételszdmok mellett:
2. Tétel [8]. A (2) feladat és ezzel az 1. modell optimdlis folytonos megoldasa a teljes
tételnagysagra x°(a) és a tételszamokra (m°(a),n’(e)), valamint a hozzajuk tartozé K(«)

koltségfiiggvény:

0 h>upafa=0)

m’(0)=1, n°(0)=0,
2-d-r

o O — ,

* () h+u

K(0)=+2-d-(h+u)
Gi) As-(h—u)-B>>r-h-a® +r-u-(B+ B Afh>u}= ac,a)

o A s-(h—u) 0 (o) =
)=/ \/r-lh~a2+u~(ﬂ+ﬁ2)J’ @)=t

xo(a): 2dS
h-a®+u-(B+p*)

K(@)=N2d g =) e fs- o (5 7))

(h=u)-B<r-h-a®+ru-(B+B Al -h-a® <s-(h-p* +u-B)l= acla,ar]
m’(a)=1, n’(a)=1,

x”(a):\/ 2:d-(r+5)

[}

(iii)

h-a> +h-B*+u-B’
K(@)=+2-d-(r+s)-(h-a*+h-p*+u-p)
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Gv)  rh-at>s-(h-pru-B)= aelal)

0 0 r-h
)1, arle)-a- [

K(1)=v2-d-s-h

Ezt a tételt sem bizonyitjuk, mert egyszerli behelyettesitéssel és nagy tiirelemmel az
eredmények adddnak. Ha & < u teljesiilne, akkor az (i) €s (i) feltételek melletti megoldas nem
1étezik, igy ebben az esetben m() érté¢ke minden egyes a-ra egy. A tovabbiakban tekintslink
el ettdl az esettdl. Az a; és ay 1étezésének bizonyitasatol is (0 < a; < a» < [) eltekintiink
most. A [8] dolgozatban megtalalhatoak a részletek. Arra hivjuk még fel az olvaso figyelmét,
hogy a széls értékekben, vagyis amikor a hulladékezelési rata nulla, vagy egy, az
eredmények értelmezhetdek, amit a tétel magaban foglal. Ha a hulladékkezelési rara nulla,
akkor az 6sszes konténer visszatér javitasra, igy termelésre nincs sziikség. Ebben a pontban a
kiszamitott koltségfliggvény nem folytonos jobbrol, tehat ott szakadasa van. Amennyiben a
hulladékkezelési rata egy, akkor minden masodik miihelybe beérkezé konténert hulladékként
kezelnek, ezért nem keriil sor javitasra. Egyszer(i behelyettesitéssel meggydzddhet az olvasod
arrol, hogy ebben a pontban a koltségfiiggvény folytonos balrdl, tehat elvileg az o = 1
helyettesitéssel a koltségfliggvénybdl kiszamolhatd a minimalis koltség. E két esetben a
minimalis koltség melletti a feladat a tételszdmokra az optimalis egészértékli megoldast
nyujtja. Ezenkivill bizonyos o értékekre is egészértékl lesz a folytonos megoldas a trivialis
[y, a ] szakaszon kiviil, amikor a javitasi és termelési tételszam is egyenld eggyel.

4. példa. Tekintsiik Ujra a 2. példa adatait: s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, d = 1000. Ebben
az esetben h > u, igy a 2. tételben megadott 6t eset mindegyike eléfordul. Ekkor o; = 0,728
és ap = 0,732, tehat e két hulladékkezelési rata kozott a tételszamok egyenldek eggyel, vagyis
m(a) = n(a) = 1. A tételszamokat a hulladékkezelési rata fiiggvényében a 3. dbra mutatja. A

K(a) koltségfliiggvényt a 4. abran mutatjuk be. Az o = 0 pontban ez a fliggvény nem
folytonos, a K(0) értéke 161.864.
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4. Abra. A tételszamok a hulladékkezelési rata fiiggvényében, a € (0,1)

30 T T

20 [~ -

10 - o

5-10 | | | |

1/2~d~r-(h+lt_t104, | | | |
0 . . .

Jellemezziik most a K(a) koltségfiiggvényt. Ezt a kdovetkezd lemma mondja ki.

2. Lemma [8]. A K() koltségfiiggvény (i) konvex a (0,«;) intervallumon (A > u), (ii)
pontosan akkor konvex a /oy, @/ intervallumon, ha 4-4-(h + u) > u’, (iii) konkav a (1)
intervallumon és folytonosan differencialhato a (0, /) minden pontjaban.

A lemma bizonyitasat az olvaséra hagyjuk, azt némi szdmoléssal egyszeriien megkaphatjuk.
A lemmabdl is lathato, hogy ha a 7 > u Gsszefliggés tarthatod, vagyis a termelt konténerek
készlettartasi koltsége nagyobb, mint a javitott konténereké, akkor a koltségfiiggvény két

részbdl all a (0,1) intervallumon: a (0, a;/ intervallumban konvex, mig a (a 1) szakaszon
konkéav.

A koltségfliggvényre is adhatunk alséhatart.

3. Lemma. A kovetkezd 0sszefliggés minden /0, I /hulladékezelési ratara teljesiil:

K(a)2v2od o N5 h+r- (b +u-p)|

12



Bizonyitas. Induljunk ki abbol, hogy

K(a)=K(m"(@)n’(@)a)=

2d [ Ae) m’ (c) _ \/n"(a)[ Bla) +D(a)j] +2\/A(a)[B(a)+D(a)'m"(a)J+C(a)m"(a)+E(a) >

n°(a) m’ (c)

V242 4(@)-[B(a)+ D(a)] + C(a)+ E(a)]

Az egyenl6tlenséget azért irhatjuk, mert a négyzetes kifejezés nemnegativ, igy a gyokjel alatti
kifejezést azzal csOkkenthetjiik. A fennmaradd rész monoton novekvod fiiggvénye az m(w)
valtozonak, igy az egy értéket véve egy alsdbecslést kapunk a koltségfiiggvényre. A kapott
becslés fliggetlen az o megvalasztasatol. Az atalakitdsokat elvégezve, a lemma Aallitasat
nyerhetjiik. Ez teljesiil az intervallumunk sz¢€lso értékeire is, vagyis a nulla és egy pontokra is,
amit egyszerii behelyettsitéssel ellendrizhetiink.

A lemma kovetkezménye az, hogy a koltségfiiggvényt alulrdl kozelithetjiik egy konkav
fliggvénnyel, amit viszont egy linedris fliggvénnyel kozelithetiink alulrol:

K(a)2N2-d Jas T +fr- (b vu-B)|2N2d o s h+ g fr-(iva))

Mindez azt mutatja, hogy a készletezési koltségfliggvényre teljesiil az alabbi osszefiiggés:

K(a)Zmin{\/Z-d-S-h;\/2-d-r-(h+u)},

amibdl az kovetkezik, hogy a koltségfiiggvény also korlatja a tiszta stratégiak koziil az egyik,
vagyis a kereslet kielégitése csak termelésbdl javitds nélkill, vagy a keresletkielégités
hulladékkezelés és termelés nélkiil csak javitassal. Nem tlztik ki célul a készletezési
koltségek minimalizalasat, igy ezt a becslést nem tekintjiik egy optimalizalasi feladat
megoldasanak. Erre a becslésre a teljes koltségek minimalizalasakor lesz sziikségiink.

5. példa. A 4. példa esetén K(o)>min{l61.864;434.166}=161.864 = K(0), vagyis a

készletezési koltségek minimalis értékénél minden hasznalt konténer javitasra visszakeriil
javitasra.

4.3. Az optimalis egészértékii tételszamok meghatarozasa

Tekintsiik most mindazon « hulladékkezelési ratakat, amelyekre a folytonos megoldas nem
szolgaltat egészértékli tételszamokat. A kérdés most gy hangzik, hogy az optimalis
egészértéki megoldas a hatarvonalon fekszik-e (n'(a) = I vagy m'(e) = 1), vagy a
megengedett tartomény belsejében (n'(e) > 1 és m'(a) > 1). A kovetkezé példa ramutat arra,
hogy az optimalis egészértékii megoldas a megengedett taromany belsejébe eshet.

6. példa. Legyen ismét s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, a = 0,8 (= 0,2), d = 1000. Erre
az esetre a folytonos megoldast a 3. példaban allitottuk eld. A folytonos tételszamok m(0,8) =
1 és n(0,8) = 1,458, amire K(m(0,8),n(0,8),0,8) = 38.019,6. A hatarvonalon fekvd
megoldasok m';(0,8) = 1, n';(0,8) = 1 és m'»,(0,8) = 1, n'5(0,8) = 2. A kéltségfiiggvényértékei:
K(m',(0,8),n'1(0,8),0,8) = 38.234,8 és K(m'5(0,8),n'5(0,8),0,8) = 38.170,7. Ugyanakkor, ha m°
= 2 és n° = 3, akkor K(2,3,0,8) = 38.095,7. Mivel K(2,3,0,8) < K(m'5(0,8),n'2(0,8),0,8) <
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K(m';(0,8),n',(0,8),0,8), ezért az optimalis egészértékli megoldas a megengedett tartomany
belsejébe esik. A tartomany belsejébe esé megoldas koltsége 0,197 szazalékkal alacsonyabb,
mint a hatarvonalon fekvé megoldasok koziil az alacsonyabb, vagyis m’>(0,8) = 1, n'>(0,8) =
2. Az egyenlokoltség-gorbékkel eldallitott megoldast a 6. dbra szemlélteti.

6. Abra. Egészértékii megoldas a tartomany belsejében

4

(2.3)

(1.2)

(1.1)

m

Nevezziik hatarmegoldasnak az optimalis egészértékli megoldasnak azt a becslését, amelyre a
tételszamok a folytonos megoldashoz legkdzelebb esé egészértékek. Jeloljik ezeket a
becsléseket  (m”(a),n”(e))-val. A hatarmegoldasokat formalisan a kovetkezOképpen
hatarozhatjuk meg:

3. Tétel [2]. A javitasi és hulladékkezelési modell hatdrmegoldasai

(i) (o,az):mb(a){J#%ﬁ%J, n' (o) =1,

(i) (1) = m’(a)=1, n”(a):NA(BL)JFlJJ,

ahol Lx] a legnagyobb x-nél kisebb egészszdmot jeloli.

Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha a folytonos megoldasban az egyik tételszam egy, akkor azt
hagyjuk, mert egy egyészszdmhoz “az van a legkozelebb”, de ha nem egész a masik, akkor
azt ,kerekitsiik* lefelé, vagy felfel¢, annak a fliggvényében, hogy melyik egészszamhoz esik
kozelebb. Konnyen bebizonyithato (lasd [2]), hogy pl., ha egy S(1, 4,4, ) esetén az n-re a
négy kisebb fiiggvényértéket ad, mint az ot, igy a K(1, 4,4, @) koltségértékre is. A 7. dbran
szemléltetjiik a hatarmegoldasokat a 6. példa paramétereivel.
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7. Abra. A hatarmegoldasok a hulladékkezelési rata fiiggvényében

30 | | | |

20 'i'

10— I

A kovetkezé lemma sziikséges feltételt mond ki arra vonatkozdlag, hogy az egészértéki
optimum mikor lesz automatikusan hatarmegoldas.

Lemma 4 [2]. Tegyiik fel, hogy a folytonos (m°(),n’(a)) megoldas nem egészértékii. Ekkor
az (m’(a),n”(a)) hatarmegoldas egyben optimalis is ((m’(a),n"(@)=(m'(a),n'())), ha (i)
ae(0,a;) esetén 49-A(a) <527-C(e) vagy ha (iii) ae(a,, 1) esetén 49-B(a) <527 -D().

A bizonyitast itt is elhagyjuk, csak a bizonyitasban adott felsé hatart adjuk meg az (i) esetre,
vagyis amikor a termelési tételszdm nagyobb, mint egy. (Hasonld szimmetrikus becslést
adhatunk a masik oldalra is.) Ekkor

S(l, n’ (a),a)ﬁ % : \/A(a)- [B(a)+ D(a)] + Cla)+ E(a). (6)

Jelolje most S(m'(a),n'(e),) az optimalis egészértékii megoldast, amely a megengedett
tartomany belsejében fekiidhet, és S(m’(e),n’(a), ) a hatarmegoldast. A kérdésiink Ggy
hangzik, hogy mennyi a relativ hibdja a két megoldasnak.

4. Tétel. A hatarmegoldas relativ hibdja a kovetkezd:

B S(mb(a),nb(a),a)— S(ml(a),nl(a),a) L
= sln' @)’ (@).a) %

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ae(a, 1), vagyis n’(a) > 1. Ekkor

Sm’(e),n’ (), ) - S(m'(a),n' (@), ) <S(m"(a),n" (), @) - S(m°(e),n’(), @),

S(m" (@).n" (@).a)- -/ Ala) - [Bla)+ D)) + Cla) + Ela)|

IA

S (ml (@),n' (a), a) 2-JAl@)-|Bla)+ D)) + Cla) + E(cx)

ahol
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S (ahn* (@) )= 2/ A@) [Bla) s Dl@)] + Cla) + Ele)= k-5 +/r- (157 +u-B)]

1 2-a-s-h-\r-(h-p*+u-p)
12[0(\/_h+\/r (h-p +u- ﬂ)Jz
2eq-~s-h\fr-(h-p* +u- ,B)
Ns-h+r-(h- B +u-/3)Jz

érveléssel bizonyithat6 az 4llitas az a (0, o)), vagyis m’(a) > 1 esetre is.

A (6) becslés ismeretében: dS, <

Azonban egyszerii

—, amivel a tételt bizonyitottuk. Szimmetrikus

kozelitéssel l

A [2] dolgozatban azt lattuk be, hogy a relativ hiba kisebb 7/24-n¢él. A kovetkezd tételben a
koltségfiiggvényre adunk egy becslést.

5. Tétel. A hatdarmegoldas készletezési koltségének relativ hibéja a kovetkezo:

K(mb(a),nb(a),a)—K(m’(a),nl(a),a) L

i = K’ (@) (@)al) 48

Bizonyitas. Vizsgaljuk a dK; kiilonbséget. Mivel K (m(a),n(a),a) = \/ 2-d-S (m(a),n(a),a) ,
ezert

e \/2 d- S( *(a)n” ),a)—\/Z-d-S(m'(a),n[(a),a)
J2-d-S(m' (@)’ (@)a)

_ S(mb() b(a)a) S(m’(a),nl(a),a) <
JS(m' (@)n' (@).a) I_\/S(m a), )+\/S(m’(a),n1(a),a)J

< S(mb(a), b a),a)—S(m’(a ' () a

n’( 1
2-8(m’ (@)n’ (@) ) " 48

ami bizonyitja az allitast.

Amint a bizonyitas menetébdl kideriilt, nem csak az lattuk be, hogy a hatar- és az optimalis
egészértékli megoldas relativ hibaja /48, hanem azt is, hogy a hatar megoldas és a folytonos
megoldas kiilonbsége is ennyi. A tétel azt mondja ki, hogy a hatarmegoldasnak ¢és az
optimalis egészértékli megoldasnak a koltségkiilonbdzete nem haladja meg az 2.1 szdzalékot.
Ezzel kapcsolatban felmeriilhet a kérdés, hogy ne 4alljon-e meg az optimum keresése a
hatarmegoldasnal, amelynél az egyik tételszam egyenld eggyel. Ezzel az eredménnyel
attérhetiink a 2. modell vizsgélatara.

Ha az optimadlis tételszamokat meghataroztuk, akkor a hulladékkezelési rata ismeretében a
K(o) figgvényt meghatarozhatjuk:

K'()= \/2-d-{A(a)- (@) | () m((z)) + (@) m' (@) + Dla) n'(a)+ E(a)} |



5. Az 2. modell megoldasa

A 2. modellnél feltételezziik, hogy az « hulladékezelési ratdk ismeretében adottak a
tételnagysaghoz tapadd valtozok értékei, igy az egészértéki tételszamok is. A problémat
ekkor a

G(a) =K'(a) + R(a) — min
aef01]

formaban irhatjuk fel. Mivel az egészértékli megoldas magasabb koltséget eredményez, mint a
folytonos megoldas, ezért a G() fiiggvényre a kdvetkezd becslést tehetjiik:

G(a)=K'(a)+ R(e)> K(a)+ R(e).

A 3. lemma alapjan a K(o) koltsegfiiggvenyre becslest vegezhetink, ¢és az R(a)
tételnagysagtol nem fiiggd linedris koltségfiiggvényt ismerjik. Igy

K&ﬁ+R¢azJEEVp~&7ﬁ+Jprﬁﬁﬂrﬁﬂ+hdqz+kd-ﬂ+@d-a,

ami konkav fiiggvény az értelmezési taromanyaban. Tovabbi becsléssel

GQﬁZa-d( 2““h+b+e]+ﬁ-d{J31lQUiQ+k}z
d d
me+f( 2“'h+b+%} d{J%i;@iﬂj+é”

d d

amivel bebizonyitottuk a

9

6. Tételt [9, 10]. Az optimumban a dontéshozé két stratégia koziil valaszthat: &’ = 0, vagy o’
= 1. Ez azt jelenti, hogy a tiszta stratégidk egyike mellett (az Osszes termék javitdsa,
hulladékkezelés nélkiil; vagy az 6sszes konténer letermelése javitas nélkiil) lesznek a relevans
koltségek a legalacsonyabbak.

A hulladékezelés e koltségtényezdje valtoztatasaval lehet a vallalatok tevékenységét a
kornyezettudatos anyaggazdalkodas irdnyaba terelni.

7. példa. Legyen Ujra s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, e = 100, b = 250, k = 150, d = 1000.

Ekkor Gm)zd{JzJ:ggié+k}=h%J&iés GU):d{j2:;h+b+ej:%B4lz

vagyis optimalis minden hasznalt konténert ujrafeldolgozni, o« = 0. A gazdasagi
sorozatnagysag értéke 25 darab.
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6. Osszefoglalas

A dolgozatban egy javitasi és hulladékkezelési modellt mutattunk be. A probléma optimalis
készletezési paramétereit hataroztuk meg elészor adott hulladékkezelési rata mellett, majd a
hulladékezelési ratat is dontési valtozonak tekintve egy linedris koltségekkel kiterjesztett
modellben belattuk, hogy koltségszempontbol a tiszta stratégidk dominansak. Ennek az lehet
a praktikus kovetkezménye, hogy a koltségek valtozasaval lehet a tisztan gazdasagi
racionalitds alapjan all6 vallalatokat kornyezettudatosabb gazdalkodasra (Ujrafelhasznalas)
birni.
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